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Ââåäåíèå

Ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ, îäíîé èç äðåâíåéøèõ âåòâåé ìàòåìàòèêè. Êîðíÿìè
îíà óõîäèò âî âðåìåíà Âàâèëîíà è Åãèïòà, êîãäà åùå òîëüêî ïðîèñõîäèëî
ñòàíîâëåíèå ïèñüìåííîñòè è öèâèëèçàöèé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà
ðàçâèâàëàñü îò ïðèìèòèâíîé Åãèïåòñêîé ïëàíèìåòðèè, íî äî XIX
âåêà òàê è íå áûë ðåøåí îäèí èç âàøíåéøèõ âîïðîñîâ: ìîæíî ëè
äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ? Ëèøü
îòêðûòèÿ Ñàêêåðè è Ëàìáåðòà, Ãàóññà è Øâåéêàðòà è, íàêîíåö, ðàáîòû
Ëîáà÷åâñêîãî, ïîëîæèëè êîíåö ïîïûòêàì äîêàçàòü åå.

1 Äîåâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ

Õîòÿ ìàòåìàòèêà â äðåâíîñòè áûëà íå î÷åíü ðàçâèòà, íå ñòîèò ñ÷èòàòü
÷òî åå íå áûëî ñîâñåì. Â Âàâèëîíå ïîëó÷èëè ðàçâèòèå íà÷àëà àëãåðáû,
áûëà èçîáðåòåíà øåñòèäåñÿòèðè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, êîòîðîé ìû
ïîëüçóåìñÿ è ïî ñåé äåíü èçìåðÿÿ âðåìÿ. Â Åãèïòå, íàïðîòèâ, àëãåáðà
íå ïîëó÷èëà òàêîãî ðàçâèòèÿ, íî áûëà ïîñòðîåíà äîâîëüíî ñëîæíàÿ
è ðàçâèòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ íàóêà. Â îñíîâíîì, îíà ñóùåñòâîâàëà â
ïðèêëàäíûõ öåëÿõ ó çåìëåìåðîâ è àðõèòåêòîðîâ, îäíàêî íå ñòîèò
íåäîîöåíèâàòü èõ. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû íå ìîãëè áû áûòü ïîëó÷åíû
áåç ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà è óìåíèÿ âåñòè äîêàçàòåëüñòâà
â âèäå, õîòü è îòëè÷íîì îò ïðèíÿòîãî ñåãîäíÿ, íî â íåêîòîðîì
ðîäå íàïîìèíàþùåì åãî. Õîòÿ â îáùåì ñîñòîÿíèå àíòè÷íîé íàóêè
ìîæåò áûòü õàðàêòåðèçîâàíî ñëåäóþùèì äîêàçàòåëüñòâîì. Èíäèåö
Ãàíåçè çà 2 òûñÿ÷è ëåò äî íàøåé ýðû ïîêàçàë ÷òî ïëîùàäü êðóãà
ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì ðàâíûì ïîëîâèíå äëèíû
îêðóæíîñòè è âûñîòîé ðàâíîé ðàäèóñó. ×åðòåæ, íàðèñîâàíûé íà ñòåíå
õðàìà, ñîïðîâîæäàåòñÿ íàäïèñüþ ¾Ñìîòðè¿. Òàê è áîëüøèíñòâî äðóãèõ
äîêàçàòåëüñòâ àïåëëèðóþò ê íàãëÿäíîñòè è âèçóàëüíîé ïîíÿòíîñòè.

Íî ê V � VI âåêàì äî íàøåé ýðû ñòàëà îôîðìëÿòüñÿ ïîíèìàíèå,
÷òî ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìû â ìàòåìàòèêè, ÷òî ÿâíîå
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îçâó÷èâàíèå ïðåäïîñûëîê ðàññóæäåíèÿ òàê æå íåîáõîäèìî, êàê è îòêàç
îò íàãëÿäíûõ ïåðåõîäîâ, ïîäìåíÿþùèõ ñîáîé ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ.
Ìíîãèå ïîêëîííèêè Ïëàòîíà (430 - 350 ãã äî í.ý.) ïðèïèñûâàþò
åìó ðåøàþùóþ ðîëü â ýòîì. Òàê, Âèíäåëüáàíä ïèøåò: ¾Ïëàòîí âíåñ
â ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíîå òðåáîâàíèå, ïî êîòîðîìó èñõîäèòü
äîëæíî èç îïðåäåëåíèé è àêñèîì¿ 1. Êîíå÷íî, óòâåðæäàòü ÷òî ýòî
èñêëþ÷èòåëüíî çàñëóãà Ïëàòîíà íåëüçÿ, íî è óìàëÿòü åãî ðîëü òîæå
íå ñòîèò. Âî ìíîãîì îí îôîðìèë òå ìûñëè êîòîðûå óæå ñóùåñòâîâàëè
äî íåãî, íî è ýòî áîëüøîé òðóä.

Ïðè ýòîì, íå ñòîèò äóìàòü ÷òî íàèâíûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâàì
ïðèñóù èñêëþ÷èòåëüíî äðåâíèì öèâèëèçàöèÿì. Àðòóð Øîïåíãàóýð
(1788 � 1860) ïèøåò:

¾Áûëî ïîíÿòíî, ÷òî ÷óâñòâåííîìó ñîçåðöàíèþ íåëüçÿ äîâåðÿòü
áåçóñëîâíî, è îòñþäà ïîñïåøíî çàêëþ÷èëè, áóäòî îäíî ëèøü ðàçóìíîå
ëîãè÷åñêîå ìûøëåíèå ñëóæèò ïîðóêîé èñòèíû, õîòÿ Ïëàòîí (â
"Ïàðìåíèäå"), ìåãàðöû, Ïèððîí è íîâûå àêàäåìèêè ïîêàçàëè íà
ïðèìåðàõ (êàê ïîçäíåå â òîì æå ðîäå Ñåêñò Ýìïèðèê), ÷òî, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, óìîçàêëþ÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ òîæå ââîäÿò â çàáëóæäåíèå è äàæå
âëåêóò çà ñîáîé ïàðàëîãèçìû è ñîôèçìû, êîòîðûå âîçíèêàþò ãîðàçäî
ëåã÷å è ðàçðåøàþòñÿ ãîðàçäî òðóäíåå, ÷åì ïðèçðà÷íîñòü â ÷óâñòâåííîì
ñîçåðöàíèè. È òåì íå ìåíåå, ðàöèîíàëèçì, âîçíèêøèé â ïðîòèâîâåñ
ýìïèðèçìó, îäåðæàë âåðõ, è â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì Åâêëèä îáðàáîòàë
ìàòåìàòèêó, ïîíåâîëå îáîñíîâûâàÿ íàãëÿäíîé î÷åâèäíîñòüþ òîëüêî îäíè
àêñèîìû, à âñå îñòàëüíîå � óìîçàêëþ÷åíèÿìè.¿2

Îäíàêî âåðíåìñÿ ê ðàçâèòèþ ãåîìåòðèè â àíòè÷íîé Ãðåöèè. Ïî
ìíåíèþ Ïðîêëà (410 � 485 ãîäà í.ý.), îäíîãî èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ
êîììåíòàòîðîâ Åâêëèäà, áîëüøîå âëèÿíèå íà ñòàíîâëåíèå ãåîìåòðèè â
Ãðåöèè îêàçàë Ôàëåñ Ìèëåòñêèé, ïî âîçâðàùåíèè èç Åãèïòà ïðèâåçøèé
ìíîãèå ðåçóëüòàòû è çíàíèÿ åãèïåòñêèõ æðåöîâ. Ãåîìåòðèÿ ðàçâèâàëàñü
è, êî âðåìåíè íàïèñàíèÿ Åâêëèäîì ¾Íà÷àë¿ áûëà óæå äîñòàòî÷íî
ñëîæíà ÷òîáû ïîòðåäîâàëîñü åå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ñ ïîçèöèé

3



îáîçíà÷åíûõ Ïëàòîíîì.

2 Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ

2.1 Íà÷àëà

Ñòîèò íåìíîãî ðàññêàçàòü î ñóäüáå ýòîé êíèãè. Áóäó÷è îñíîâàíèåì äëÿ
ïîñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè îíà ìíîæåñòâî ðàç ïåðåïèñûâàëàñü
è ïåðåâîäèëàñü. Ïðè ýòîì â íåå âíîñèëèñü êàê êîììåíòàðèè, òàê
è íåïîñðåäñòâåííûå èçìåíåíèÿ. Èíîãäà ïåðåïèñ÷èêè ìåíÿëè êàêèå-
ëèáî óòâåðæäåíèÿ íà òå, êîòîðûå èì êàçàëèñü áîëåå ïðàâèëüíûìè,
èíîãäà âíîñèëè áîëåå ðàíííèè êîììåíòàðèè â îñíîâíîé òåêñò. Ýòî
ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ìíîæåñòâà âåðñèé, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àâøèõñÿ
äðóã îò äðóãà. Îñîáåííî ñèëüíî ïîñòðàäàëè îò ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è
ïîñòóëàòû. Âïîñëåäñòâèè íà÷àëè ïûòàòüñÿ âîññòàíîâèòü îðèãèíàëüíûé
òåêñò Åâêëèäà, íàñêîëüêî ýòî óäàëîñü � íå ìîæåò óæå ñêàçàòü íèêòî.
Òåì íå ìåíåå ñòîèò îòìåòèòü òðóäû ôðàíçóöà Ïåéðàðà è, îñîáåííî,
Ãåéáåðãà è Ìåíãå, êîòîðûå ñîáðàëè îêîëî äåñÿòè ðàçëè÷íûõ âåðñèé
è ñëè÷àÿ èõ ñîçäàëè òåêñò Íà÷àë, ñ÷èòàþùèéñÿ íà äàííûé ìîìåíò
íàèáîëåå áëèçêèì ê îðèãèíàëó.

2.1.1 Ïîñòóëàòû è àêñèîìû

Â òåêñòå Íà÷àë äàíû 5 àêñèîì è 3 àêñèîìû3. Îïèðàÿñü íà íèõ Åâêëèä è
ñòðîèò ñâîþ ãåîìåòðèþ. Ïîñòóëàòû:

1. ×òîáû îò êàæäîé òî÷êè ê êàæäîé òî÷êå ìîæíî áûëî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ ëèíèþ

2. È ÷òîáû îòãðàíè÷÷åíóþ ïðÿìóþ ìîæíî áûëî íåïðåðûâíî
ïðîäîëæèòü ïî ïðÿìîé

3. È ÷òîáû âîêðóã ëþáîãî öåíòðà íà ëþáîì ðàññòîÿíèè [ñ ëþáûì
ðàäèóñîì] ìîæíî áûëî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü.
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4. È ÷òîáû âñå ïðÿìûå óãëû áûëè äðóã äðóãó ðàâíû

5. È ÷òîáû âñÿêèé ðàç, êàê ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàÿ äâå ïðÿìûå, îáðàçóåò
ñ íèìè âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû, ñîñòàâëÿùèå [âìåñòå]
ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ, ýòè ïðÿìûå ïðè íåîãðàíè÷÷åíîì ïðîäîëæåíèè
ïåðåñåêàëèñü ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé ýòè óãëû ñîñòàâëÿþò ìåíüøå
äâóõ ïðÿìûõ.4

Ñðàçó áðîñàåòñÿ â ãëàçà ñëîæíîñòü ïÿòîãî ïîñòóëàòà, íàñêîëüêî îí
îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâûõ ÷åòûðåõ.

Àêñèîìû:

1. [Âåùè è âåëè÷èíû] ðàâíûå îäíîé è òîé æå [âåùè èëè âåëè÷èíå], ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

2. È åñëè ðàâíûì ïðèäàòü ðàâíûå, òî ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå.

3. È åñëè îò ðàâíûõ îòíÿòü ðàâíûå, òî ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå.

4. È [âåùè], êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû â ñîâìåùåíèå äðóã ñ äðóãîì,
ðàâíû äðóã äðóãó. 5.

Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà èìååò ÿâíî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, îäíàêî â
îòñóòñòâèè îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ íå î÷åíü ñòðîãà. Íå ñîãëàøàÿñü ñ
ÿâíûì âûäåëåíèåì àêñèîì â êà÷åñòâå áàçèñà äàëüíåøåãî ïîâåñòâîâàíèÿ
Øîïåíãàóýð ïèøåò: ¾Ïðàâäà, â ìàòåìàòèêå, êàê åå ñòðîèò Åâêëèä,
òîëüêî àêñèîìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåäîñêàçóåìûå ãëàâíûå ïîëîæåíèÿ,
à âñå äîêàçàòåëüñòâà ïîä÷èíÿþòñÿ èì â ñòðîãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Îäíàêî òàêîå ïîñòðîåíèå íå ñâÿçàíî ñ ñóùíîñòüþ ìàòåìàòèêè, è íà
ñàìîì äåëå êàæäàÿ òåîðåìà íà÷èíàåò ñîáîé íîâóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ
êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå íåçàâèñèìà îò ïðåäûäóùèõ è ìîæåò
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áûòü ïîçíàíà, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî îò íèõ, ñàìà
èç ñåáÿ, â ÷èñòîì ñîçåðöàíèè ïðîñòðàíñòâà, ãäå äàæå ñàìàÿ çàïóòàííàÿ
êîíñòðóêöèÿ â ñóùíîñòè òàê æå íåïîñðåäñòâåííî î÷åâèäíà, êàê è
àêñèîìà;¿6

2.1.2 Ïÿòûé ïîñòóëàò

Âèäèìî ñàì Åâêëèä ïîíèìàë, íàñêîëüêî ñëîæåí è çàïóòàí ïÿòûé
ïîñòóëàò è êàê ðàçèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îí îò îñòàëüíûõ. Åãî ãåîìåòðèþ
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, êàê îíà è äåëèòñÿ êíèãà ¾Íà÷àëà¿: ÷àñòü, íå
îïèðàþùàÿñÿ íà ïîñòóëàò î ïàðàëëåëüíûõ è äðóãàÿ, èñïîëüçóþùàÿ åå.
Ïåðâóþ Èîàíí Áîëüÿè íàçûâàë ¾àáñîëþòíîé ãåîìåòðèåé¿ è, õîòÿ òåðìèí
íå î÷åíü òî÷åí, îí ïðèæèëñÿ â ëèòåðàòóðå. Âòîðàÿ èíîãäà íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííî åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé.

Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ ïîïûòêè ïåðåâåñòè V ïîñòóëàò
â ðàçðÿä òåîðåì è äîêàçàòü åãî. Óæå Àðèñòîòåëü â ¾Àíàëèòèêå¿
ïðèâîäèò ðàññóæäåíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó. Ïðîêë ïèøåò: ¾Ýòî ïîëîæåíèå
äîëæíî áûòü ñîâåðøåííî èçúÿòî èç ÷èñëà ïîñòóëàòîâ, ïîòîìó ÷òî ýòî
� òåîðåìà, âûçûâàþùàÿ ìíîãî ñîìíåíèé, êîòîðûå Ïòîëåìåé ïûòàëñÿ
óñòðàíèòü â îäíîé èç ñâîèõ êíèã; îäíàêî, åãî äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò
ìíîãèõ îïðåäåëåíèé è òåîðåì; è ñàì Åâêëèä äàåò îáðàùåíèå ýòîãî
ïðåäëîæåíèÿ â êà÷åñòâå òåîðåìû.¿7 Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî ïîñòóëàòû íå
òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâ è, åñëè, òàêîâîå òðåáóåòñÿ, òî ýòî óæå òåîðåìà.
Îí ïðîäîëæàåò: ¾×òî æå, â ñëó÷àå ïðÿìûõ ëèíèé íå ìîæåò èìåíòü
ìåñòî òî, ÷òî áûâàåò â ñëó÷àå äðóãèõ ëèíèé? Äî òåõ ïîð ïîêà ìû ýòî
íå îáíàðóæèì ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà, ñâîéñòâà, ñâîéñòâà êîòîðûå ìîãóò
ïðîÿâëÿòüñÿ ïðè íåîãðàíè÷åíîì ïðîäîëæåíèè äðóãèõ ëèíèé, òÿãîòåþò
íàä íàøèì âîîáðàæåíèåì.¿ Îí çàêëþ÷àåò: ¾Èáî íåîáõîäèìî îáíàðóæèòü
åãî ñïðàâåäëèâîñòü, íî íå êàê íå÷òî ïðåäñòàâëÿþùååñÿ íàì î÷åâèäíûì
áåç äîêàçàòåëüñòâà, à êàê ïðåäëîæåíèå, ñòàíîâÿùååñÿ òàêîâûì áëàãîäàðÿ
äîêàçàòåëüñòâó.¿8

Çäåñü ñòîèò ïðèâåñòè åùå îäíî âûñêàçûâàíèå Øîïåíãàóýðà ïî ïîâîäó
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äîêàçàòåëüñòâ. Îí ïèøåò: ¾Òî÷íî òàê æå è ïèôàãîðîâà òåîðåìà çíàêîìèò
íàñ ñ qualitas occulta ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà; õîäóëüíîå, äàæå
êîâàðíîå äîêàçàòåëüñòâî Ïèôàãîðà îñòàâëÿåò íàñ áåñïîìîùíûìè ïðè
âîïðîñå ïî÷åìó, ìåæäó òåì êàê ïðèëàãàåìàÿ óæå èçâåñòíàÿ íàì ïðîñòàÿ
ôèãóðà ïðè ïåðâîì æå âçãëÿäå íà íåå óÿñíÿåò äåëî ãîðàçäî ëó÷øå
ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà è âíóøàåò ãëóáîêîå âíóòðåííåå óáåæäåíèå â
íåîáõîäèìîñòè ýòîãî ñâîéñòâà è åãî çàâèñèìîñòè îò ïðîñòîãî óãëà.¿9

Ðèñ. 1: Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôàãîðà ïî Øîïåíãàóýðó.

2.2 Ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà

Â òå÷åíèè äâóõ òûñÿ÷ ëåò ñ ìîìåíòà íàïèñàíèÿ Åâêëèäîì ¾Íà÷àë¿ êàê
ëþäè äàëåêèå îò ãåîìåòðèè, òàê è èñêóøåííûå â íåé ïûòàëèñü äîêàçàòü
ïÿòûé ïîñòóëàò. Â 1763 ãîäó Êëþãåëü (Kl�ugel), ó÷åíèê ïðîôåññîðà
Êåñòíåðà, çàíèìàâøèé êàôåäðó Åâêëèäà â Ã¼òòèíãåíñêîì óíèâåðñèòåòå
ïèøåò äèññåðòàöèþ ¾Îáçîð âàæíåéøèõ ïîïûòîê äîêàçàòåëüñòà òåîðåìû
î ïàðàëëåëüíûõ¿. Â íåé îí ðàçáèðàåò îêîëî 30 ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ
è ïîêàçûâàåò èõ íåñîñòîÿòåëüíîñòü â òîì èëè èíîì ïëàíå. Îí çàêëþ÷àåò:

¾Ìíîãèå, îïûòíûå â ãîåìåòðè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ, ïûòàëèñü
óñòðàíèòü ýòó èñòèíó èç ÷èñëà àêñèîì; íî âñå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûìè
îíè ýòó èñòèíó ñòàðàëèñü ñòðîãî óñòàíîâèòü, îêàçàëèñü ïîðî÷íûìè.
Äðóãèå ïðåäëàãàëè çàìåíèòü åå èíûìè àêñèîìàìè, êîòîðûå, îäíàêî, íå
ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ áîëåå ÿñíûìè, ÷åì ïîñòóëàò Åâêëèäà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçðåòü âñå ïîïûòêè, òî îêàæåòñÿ ñîâåðøåííî
ïðàâèëüíûì, ÷òî Åâêëèä ïîìåñòèë ýòî ïðåäëîæåíèå ñðåäè àêñèîì.¿10

Ïîçæå, â 1854 ãîäó â òðóäå ¾Ïàðàëëåëüíûå ëèíèè¿ äàåò ñëåäóþùóþ
êëàññèôèêàöèþ ïîïûòîê äîêàçàòåëüñòâ. Îí èõ äåëèò íà ÷åòûðå âèäà.
Ê ïåðâîìó îòíîñÿòñÿ òå, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî èëè ïîñëå ðÿäÿ
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ïåðåõîäîâ ïåðåôîðìóëèðóþò V ïîñòóëàò, òàêèå êàê äîêàçàòåëüñòâà
Ïðîêëà, Íàñèð-Ýäèíà, Âàëëèñà.

a. Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî ïðè ïåðåñå÷åííèè èõ òðåòüåé ïðÿìîé
ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû.

b. Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî ïðè ïåðåñå÷åíèèè èõ òðåòüåé ïðÿìîé
âíóòðåííèå íàêðåñòëåæàùèå óãëû ðàâíû.

c. ×åðåç òî÷êó ëåæàùóþ âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî òîëüêî îäíó ïðÿìóþ
ïàðàëëåëüíóþ äàííîé.

d. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ ê îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííûå
â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþòñÿ (ñî ñòîðîíû îñòðîãî óãëà).
Îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàííîå Ëåæàíäðîì.

Ñþäà æå Áóíÿêîâñêèé îòíîñèò òå, êîòîðûå èñïîëüçóþò àëüòåðíàòèâíûå
îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíû íèæå

• Ïàðàëëåëüíûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå ïðÿìûå, êîòîðûå íàõîäÿñü â îäíîé
ïëîñêîñòè, íå ñáëèæàþòñÿ è íå óäàëÿþòñÿ îäíà îò äðóãîé, òàê ÷òî
âñå ïåðïåíäèêóëÿðû ïðîâåäåííûå èç òî÷åê îäíîé èç íèõ ê äðóãîé,
ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàëè Ïîñåéäîíèé,
Ñèìïëèöèé, Àãèíóñ.
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• Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå îïðåäåëþÿòñÿ êàê òàêèå, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ýòî îïðåäåëåíèå
ñõîäíî ñ ïàðàëëåëüíîñòüþ â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îäíàêî íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü îíà ââîäèòñÿ èíûì îáðàçîì.

• Ïàðàëëåëüíûìè íàçûâàþòñÿ ëèíèè, ðàñïîëîæåíûå â îäíîé ïëîñêîñòè
è èìåþùèå îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå. Ýòî ñêîðåå ôèçè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå, îäíàêî â îòñóòñâèè îïðåäåëåíèÿ ¾íàïðàâëåíèÿ¿ íå
ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñòðîãèì.

Êî âòîðîé êàòåãîðèè Áóíÿêîâñêèé îòíîñèë òå, êîòîðûå îïåðèðîâàëè
áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèìè âåëè÷èíàìè, êàê,
íàïðèìåð äîêàçàòåëüñòâî Áåðòðàíà îïóáëèêîâàííîå â 1778 ãîäó è
âåäóùååñÿ ÷åðåç ¾ðàçìåð¿ óãëà íà ïëîñêîñòè.

Ê òðåòüåé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàííûå íà
îäíîðîäíîñòè, íàïðèìåð, ïðèâåäåííîå Ëåæàíäðîì. Îí ïðåäïîëîãàë, ÷òî
èç óñëîâèÿ C = ϕ(A,B, c), ãäå A,B, C � óãëû òðåóãîëüíèêà, à c �
ñòîðîíà ïðîòèâîëåæàùàÿ óãëó C, ñëåäóåò, ÷òî c â âûðàæåíèå ϕ âõîäèòü
íå ìîæåò, îòêóäà óæå ïîëó÷àë ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà A+B+C =

π, òî åñòü äâà ïðÿìûõ óãëà. Îäíàêî Ãàóññ â ïåðåïèñêè ñ íèì çàìå÷àë,
÷òî â ϕ ìîæåò âõîäèòü ëèíåéíàÿ âåëè÷èíà m ÷òî ñâîäèò íà íåò âñå
ðàññóæäåíèÿ Ëåæàíäðà.

Ê ÷åòâåðòîé, è ïîñëåäíåé, êàòåãîðèè, Áóíÿêîâñêèé îòíîñèë
äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàííûå íà ôèçè÷åñêèõ èëè ìåõàíè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèÿõ, íàïðèìåð òàêîå. Ðàçîáüåì ïðÿìóþ íà ðàâíûå îòðåçêè è â
êàæäîé èç òî÷åê ïðèëîæèì îäèíàêîâûå ñèëû. Òîãäà ïðÿìàÿ ñäâèíåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ñåáÿ êàêèì-òî îáðàçîì. Äàëåå àâòîðû ïðîäîëæàëè
äîêàçàòåëüñòâî, íå çàìå÷àÿ ÷òî ¾ïðèëîæåíèå ñèë¿ è ¾äâèæåíèå¿ íå
èìåþò ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ.
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3 Íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ

Îäíàêî ïîïûòêè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò íå ïðåêðàùàëèñü. Îäíàêî
ðàçâèòèå íàóêè ïðèâåëî ê òîìó óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ìåòîäîâ
äîêàçàòåëüñòâ è ñòàëî âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå ñëîæíûõ àáñòðàêòíûõ
òåîðèé. Òàê, â ñâîèõ ðàáîòàõ Ñàêêåðè è Ëàìáåðò äîêàçûâàÿ îò
ïðîòèâíîãî ïðåäâîñõîòèëè ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî, îäíàêî ïî òåì èëè
èíûì ïðè÷èíàì íå ñòàëè åå ðàçâèâàòü.

3.1 Ñàêêåðè

Äæèðîëàìî Ñàêêåðè, èòàëüÿíñêèé ìîíàõ, íàâåðíîå áûë ïåðâûì êòî
íà÷àë ðàçâèâàòü íååâëèäîâó ãåîìåòðèþ. Â 1733 ãîäó ïîÿâèëàñü åãî
ðàáîòà ¾Åâêëèä, î÷èùåííûé îò âñåõ ïÿòåí, èëè æå ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïîïûòêà óñòàíîâèòü ïåðâûå íà÷àëà âñåé ãåîìåòðèè¿. Îñíîâûâàÿñü íà
ðàáîòàõ ïðåäøåñòâåííèêîâ îí ïîïûòàëñÿ äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò
îò ïðîòèâíîãî. Åãî äîêàçàòåëüñòâî íà÷èíàëîñü ñ òîãî, ÷òî ñòðîèëñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê

A

A′

B

B′

C

C ′

Ðèñ. 2: Ïðÿìîóãîëüíèê Ñàêêåðè

Åñëè ïåðåâåðíóòü ABB′A′ è íàëîæèòü åãî íà ñåáÿ, ïîñêîëüêó
ñòîðîíû AA′ è BB′ è óãëû ïðè A è B ðàâíû, ýòî âîçìîæíî, òî
óãëû ïðè A′ è B′ òîæå ðàâíû, CC ′⊥AB è CC ′⊥A′B′. Äàëåå âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ, ÷òî óãîë A′ îñòðûé, ïðÿìîé èëè òóïîé. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå îïèðàÿñü íà âòîðîé ïîñòóëàò îí äîâîëüíî áûñòðî ïðèõîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Âî âòîðîì � ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
Ñ ïåðâûì æå ñëó÷àåì, êîòîðûé îí íàçâàë ¾ãèïîòåçà îñòðîãî óãëà¿
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âñå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Ïûòàÿñü íàéòè ïðîòèâîðå÷èå, îí ñòðîèò
àáñòðàêòíóþ ãåîìåòðèþ, îñíîâàíóþ íà ýòîé ãèïîòåçå è â êîíöå êîíöîâ
â XXXIII òåîðåìå îí äîïóñêàåò îøèáêó. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè
äâå ïðÿìûå íåîãðàíè÷åíî ñõîäÿòñÿ, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå è â íåé ìîæíî ïðîâåñòè ê íèì îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð,
÷òî ïî åãî ìíåíèþ ¾ïðîòèâîðå÷èò ïðèðîäå ïðÿìîé ëèíèè¿. Îí ïèøåò:
¾Ãèïîòåçà îñòðîãî óãëà ñîâåðøåííî ëîæíà èáî ïðîòèâîðå÷èò ïðèðîäå
ïðÿìîé ëèíèè¿11. Íî, âèäèìî, îñîçíàâàÿ ñëàáîñòü ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà,
îí ïðèâîäèò åùå îäíî, íî òîæå íå ñòðîãîå. Îáà îíè ïàëè æåðòâîé ñëàáîãî
ïîíèìàíèÿ êàê ìîæíî îïåðèðîâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè áîëüøèìè
âåëè÷èíàìè è êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò áåñêîíå÷íî óäàëåííûå
òî÷êè.

3.2 Ëàìáåðò

È.Ã. Ëàìáåðò â 1766 èçäàåò ¾Òåîðèþ ïàðàëëåëüíûõ¿, êîòîðóþ ñòîèò
îñîáî îòìåòèòü. Íà÷èíàÿ, êàê è Ñàêêåðè îò ïðÿìîóãîëüíèêà, îäèí óãîë
êîòîðîãî ìîæåò áûòü îñòðûì, ïðÿìûì èëè òóïûì, îí òàêæå ñòðîèò
äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

A B

CD

Ðèñ. 3: Ïðÿìîóãîëüíèê Ëàìáåðòà

A

B
C E E′

D F F ′

Ðèñ. 4: Ïîñòðîåíèÿ Ëàìáåðòà

11



Îäíàêî â ðàçâèòèè àáñòðàêòíîé ãåîìåòðèè îñíîâàíîé íà ¾ãèïîòåçå
îñòðîãî óãëà¿ îí ïðîäâèíóëñÿ çíà÷èòåëüíî äàëüøå è, áîëåå òîãî, âûâåë
íåñêîëüêî çíà÷èòåëüíûõ íàáëþäåíèé. Ïîëó÷èâ ðåçóëüòàò, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà è åãî óãëîâîé äåôåêò ñâÿçàíû, îí ïðîâîäèò àíàëîãèþ
ñî ñôåðè÷åñêèìè òðåóãîëüíèêàìè. È õîòÿ êàçàëîñü áû î÷åâèäíûì, ÷òî
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåîãðàíè÷åíîñòè ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷òîáû
îïðîâåðãíóòü ãèïîòåçó îñòðîãî óãëà, îí íå ïîääàåòñÿ íà ýòî èñêóøåíèå
ïîíèìàÿ ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ïî ñóòè àíàëîãè÷íîå ïÿòîìó ïîñòóëàòó. Îí
ïèøåò:

¾Ìíå êàæåòñÿ î÷åíü çàìå÷àòåëüíûì, ÷òî âòîðàÿ ãèïîòåçà
îïðàâäûâàåòñÿ, åñëè âìåñòî ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ âîçüìåì
ñôåðè÷åñêèå. ß èç ýòîãî ïî÷òè äîëæåí áûë áû ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå,
÷òî òðåòüÿ ãèïîòåçà èìååò ìåñòî íà êàêîé-òî ìíèìîé ñôåðå. Âî âñÿêîì
ñëó÷àå äîëæíà æå ñóùåñòâîâàòü ïðè÷èíà, ïî÷åìó îíà íå òàê ëåãêî
ïîääàåòñÿ îïðîâåðæåíèþ, êàê ýòî ìîãëî áûòü ñäåëàíî â îòíîøåíèè
âòîðîé ãèïîòåçû¿

Ïîëó÷èâ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìåðà äëèíû íå ââîäèòñÿ êàêèì-ëèáî
ýòàëîíîì, à ìîæåò áûòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè îí ïèøåò ¾Â ýòîì åñòü ÷òî-
òî çàìå÷àòåëüíîå âîñõèòèòåëüíîå, ÷òî âûçûâàåò äàæå æåëàíèå ÷òîáû
òðåòüÿ ãèïîòåçà áûëà ñïðàâåäëèâà! È âñå æå ÿ æåëàë áû, íåñìîòðÿ íà ýòî
ïðèåìóùåñòâî, ÷òîáû ýòî áûëî íå òàê, ïîòîìó ÷òî ýòî áûëî áû ñîïðÿæåíî
ñ öåëûì ðÿäîì äðóãèõ íåóäîáñòâ¿12

Íå ïðèäÿ ê ÿâíîìó ïðîòèâîðå÷èþ, îí âñëåä çà Êëþãåëåì çàêëþ÷àåò,
÷òî Åâêëèä áûë ïðàâ, íå ïîìåñòèâ ïÿòûé ïîñòóëàò ñðåäè òåîðåì.
Ëàìáåðò ñîâåðøèë áîëüøîé øàã âïåðåä ïî ñðàâíåíèþ ñ Ñàêêåðè, ïðèçíàâ
÷òî ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå ãèïîòåçû îñòðîãî óãëà âïîëíå èìåþò ìåñòî.
Îäíàêî ýòî íå áûëî åùå òåì îòêðûòèåì, êîòîðîå ñîâåðøèë Ëîáà÷åâñêèé.

3.3 Øâåéêàðò

Ñòîèò îòìåòèòü åùå è Øâåéêàðòà, ðàçâèâàâøåãî òàê íàçûâàåìóþ
¾àñòðàëüíóþ ãåîìåòðèþ¿. Ïðî ïðîòèâîðå÷èå ñ îãðàíè÷åíîé ïëîùàäüþ
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òðåóãîëüíèêà îí ïèøåò:
¾Åñëè æå ýòà êîíñòàíòà [âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà] äëÿ

íàñ ðàâíà ðàäèóñó Çåìëè (â êàêîâîì ñëó÷àå âñÿêàÿ ëèíèÿ, ïðîâåäåííàÿ
â ïðîñòðàíñòâå îò îäíîé íåïîäâèæíîé çâåçäû ê äðóãîé, îòñòîÿùåé îò
íåå íà 90 ãðàäóñîâ, áûëà áû êàñàòåëüíîé ê çåìíîìó øàðó), òî îíà
áåñêîíå÷íî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîòÿæåíèÿìè, êîòîðûå ìû âñòðå÷àåì
â ïîâñåäíåâíîé æèçíè.

Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
êîíñòàíòà áåñêîíå÷íî âåëèêà. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñóììà óãëîâ êàæäîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíà äâóì ïðÿìûì, è ýòî ëåãêî äîêàçàòü, åñëè ïðèíÿòü,
÷òî êîíñòàíòà áåñêîíå÷íî âåëèêà¿13

3.4 Îòêðûòèå

Îäíàêî âñå ïðåäûäóùèå ðàáîòû õîòü è ïðèáëèæàëèñü ê îòêðûòèþ
íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé, íå äåëàëè ïîñëåäíåãî øàãà. Ëèøü â 1826 ãîäó
Ëîáà÷åâñêèé âûñòóïàåò ñ äîêëàäîì íà ýòó òåìó. Ïðî ïðåäøåñòâóþùèå
ýòîìó îòêðûòèþ ðàáîòû â ìåìóàðàõ ¾Âîîáðàæàåìàÿ ãåîìåòðèÿ¿ îí
ïèøåò:

¾Êòî íè äóìàë íàéòè ðåøåíèå çàòðóäíèòåëüíîãî âîïðîñà, âñå áåù
èñêëþ÷åíèÿ îøèáàëèñü, áóäó÷è ïðåäóáåæäåíû â ñïðàâåäëèâîñòè òîãî,
÷òî íå ìîæåò åùå ñëåäîâàòü èç íàøèõ ïîíÿòèé î òåëàõ áåç ïîñîáèÿ
íàáëþäåíèé¿14

Ïîíèìàÿ, ÷òî åñëè äâå òûñÿ÷è ëåò ó÷åíûå áüþòñÿ íàä ðåøåíèåì
çàäà÷è, òî ñêîðåå âñåãî îíà íåïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàíà, îí íà÷èíàåò
ðàçâèâàòü ãåîìåòðèþ, àíàëîãè÷íóþ òîé, ÷òî ñòðîèëè Ñàêêåðè è Ëàìáåðò.
Íî â îòëè÷èè îò íèõ, îí ïîíèìàåò, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà
ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â 1835-38 ãã. Ëîáà÷åâñêèé ïóáëèêóåò áîëåå ðàçâèòîå
èçëîæåíèå ñâîåé òåîðèè ¾Íîâûå íà÷àëà ãåîìåòðèè ñ ïîëíîé òåîðèåé
ïàðàëëåëüíûõ¿, â ïðåäèñëîâèè ê êîòîðîìó ïèøåò:

¾Íàïðàñíîå ñòàðàíèå ñî âðåìåí Åâêëèäà, â ïðîäîëæåíèè äâóõ
òûñÿ÷ ëåò, çàñòàâèëî ìåíÿ ïîäîçðåâàòü, ÷òî â ñàìèõ ïîíÿòèÿõ åùå
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íå çàêëþ÷àåòñÿ òîé èñòèíû, êîòîðóþ õîòåëè äîêàçûâàòü è êîòîðóþ
ïðîâåðèòü, ïîäîáíî äðóãèì ôèçè÷åñêèì çàêîíàì, ìîãóò ëèøü îïûòû,
êàêîâû, íàïðèìåð, àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ¿.15

Â îòëè÷èè îò Ãàóññà, êîòîðûé òîæå èìåë ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè,
îí íå ïîáîÿëñÿ âûñòóïèòü ñ íèìè è îïóáëèêîâàòü èõ. Ãàóññ, õîòÿ è èìåë â
òî æå âðåìÿ ÷òî è Ëîáà÷åâñêèé ðåçóëüòàòû ïî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
íå âûñêàçûâàë èõ. Â 1829 ã. â ïèñüìå ê Áåññåëþ îí ïèñàë: "ß îïàñàþñü
êðèêà áåîòèéöåâ, åñëè âûñêàæó ìîè âîççðåíèÿ...". Îí áîÿëñÿ ïîäîðâàòü
ñâîé íàó÷íûé àâòîðèòåò.16

4 Çàêëþ÷åíèå

Âïîñëåäñòâèè, ïîÿâèëèñü ãåîìåòðè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå
èíòåðïðåòàöèè ãåîìåòðèè Ëîáîà÷åâñêîãî, ïðåäëîæåíûå, â ÷àñòíîñòè,
Êëåéíîì è Áåëüòðàìè, ïîÿâèëàñü ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà, ïîëó÷èëà ðàçâèòèå
¾ãèïîòåçà òóïîãî óãëà¿.

È õîòÿ íàãëÿäíîå ïîäâåðæäåíèå ïîÿâèëîñü çíà÷èòåëüíî ïîçæå,
èìåííî ðàáîòû Ëîáà÷åâñêîãî ïîëîæèëè êîíåö ïîïûòêàì äîêàçàòü ïÿòûé
ïîñòóëàò Åâêëèäà.

Õîòåëîñü áû çàêîí÷èòü âûñêàçûâàíèåì àêàäåìèêà Àëåêñàíäðîâà
â ñòàòüå ïîñâÿùåííîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî: ¾Ïîïûòêè äîêàçàòü
ïÿòûé ïîñòóëàò áûëè, êàê ìû âûÿñíèëè ðàíüøå, ñîâåðøåííî
åñòåñòâåííûìè. Íî 2000 ëåò íèêòî íå äîãàäûâàëñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî
íåâîçìîæíî. Íèêòî íå ìîã ïîäóìàòü, ÷òî âîçìîæíà êàêàÿ-òî ãåîìåòðèÿ,
îòëè÷íàÿ îò ïðèâû÷íîé åâêëèäîâîé. Åå íåðàçðûâíàÿ ñâÿçü ñ íàøèì
ïðîñòðàíñòâåííûì îïûòîì è íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèåì, åå ëîãè÷åñêîå
ñîâåðøåíñòâî è ïðîçðà÷íîñòü, âåêîâûå òðàäèöèè åå èçó÷åíèÿ è,
ìîæíî ñêàçàòü, èñïîâåäàíèÿ - âñå ýòî äåëàëî ãåîìåòðèþ Åâêëèäà
íåïðåðåêàåìîé, êàê áû àáñîëþòíî íåîáõîäèìîé, ïðèñóùåé è ìèðó, è
ðàçóìó. Åå ïðîèñõîæäåíèå èç ïðàêòèêè çàòìåâàëîñü ñîâåðøåíñòâîì è
ÿñíîñòüþ åå ëîãèêè.¿17
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