
Âåðîÿòíîñòíîå ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêå Haskell.

1. Ââåäåíèå

Â îñíîâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåæèò ïðèíöèï
ïðîçðà÷íîñòè ïî ññûëêàìè, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àþùèé ÷òî ôóíêöèÿ
f ïðèìåíåííàÿ ê çíà÷åíèþ x âñåãäà âîçðàùàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå
y = f(x). Ýòîò ïðèíöèï, êàçàëîñü áû, íàðóøàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðèìåíåíèå ôóíêöèé äëÿ îïèñàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, òàêèõ
êàê ìåòàíèå êîñòåé: ñîâåðøåííî íå ÿñíî, êàêîâ áóäåò ðåçóëüòàò è íå
ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî òî æå çíà÷åíèå áóäåò ïðè ïîâòîðíûõ âûçîâàõ.
Îäíàêî, äâà ýòèõ, êàçàëîñü áû íåñîâìåñòèìûõ, ïîäõîäà ìîãóò áûòü
ñîãëàñîâàíû, åñëè âåðîÿòíîñòíûå âåëè÷èíû ïîìåùåíû â òèïû äàííûõ.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì òàêîé ïîäõîä îïèñàâ áèáëèîòåêó
Âåðîÿòíîñòíîãî Ôóíêöèîíàëüíîãî Ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÂÔÏ) äëÿ
ÿçûêà Haskell. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íå òîëüêî
îáëåã÷àåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîãðàìèðîâàíèå â ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ,
íî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âåñòè ê î÷åíü âûðàçèòåëüíûì ïðîãðàììàì
è ñèìóëÿòîðàì. Ãëàâíîå ïðèåìóùåñòâî íàøåé ñèñòåìû â òîì,
÷òî ñèìóëÿöèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû íåçàâèñèìî îò ìåòîäà èõ
èñïîëíåíèÿ. Òî åñòü, ìû ìîæåì èëè ïîëíîñòüþ îïèñàòü, èëè ñäåëàòü
ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíîé ëþáóþ ñèìóëÿöèþ áåç èçìåíåíèÿ ïðîãðàììíîãî
êîäà, êîòîðûé åå îïðåäåëÿåò. Íèæå ìû ïðåäñòàâèì îïðåäåëåíèÿ
áîëüøèíñòâà ôóíêöèé, íî îïóñòèì íåêîòîðûå äåòàëè âñâÿçè ñ
êðàòêîñòüþ èçëîæåíèÿ. Ýòè äåòàëè äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû
÷òîáû èõ ìîã çàïîëíèòü ÷èòàòåëü. Â ëþáîì ñëó÷àå, âñå îïèñàíèÿ
ôóíêöèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â êîäå áèáëèîòåêè äîñòóïíîé ïî àäðåñó
eecs.oregonstate.edu/�erwig/pfp.

Âåðîÿòíîñòíûõ ïîäõîä â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè
îñíîâàí íà òèïå äàííûõ ïðåäñòàâëÿþùåì ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå
ïðåäñòàâëÿåò èñõîäû âåðîÿòíîñòíîãî ïðîöåññà êàê íàáîð âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé, ñ îòìå÷åííûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

...Probability...

...Dist...
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðèâåäåíî çäåñü òîëüêî äëÿ ïðèìåðà; îíî ïîëíîñòüþ
ñêðûòî îò ïîëüçîâàòåëÿ áèáëèîòåêè ñðåäñòâàìè ôóíêöèé, êîòîðûå
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êîíñòðóèðóþò è îïåðèðóþò ðàñïðåäåëåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, âñå ôóíêöèè
äëÿ ïîñòðîåíèÿ çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåíèé ââîäÿò îãðàíè÷åíèå, ÷òî ñóììà
âñåõ âåðîÿòíîñòåé íåïóñòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà 1. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîå çíà÷åíèÿ òèïà Distïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîëíûé íàáîð âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé êàêîãî-òî âåðîÿòíîñòíîãî ñîáûòèÿ èëè ¾ýêñïåðèìåíòà¿.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáûòèÿ, òàêèå êàê âðàùåíèå
êîñòè èëè ïåðåâîðà÷èâàíèå ìîíåòû. Ìû ìîæåì ñòðîèòü ýòè
ðàñïðåäåëåíèÿ èç ñïèñêà çíà÷åíèé èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
òî åñòü ôóíêöèè ñëåäóþùåãî òèïà

...Spread...

Áèáëèîòåêà îïðåäåëÿåò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçíûõ øèðîêî
èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, òàêèõ êàê ðàâíîìåðíîå èëè íîðìàëüíîå,
è ôóíêöèþ enum, ïîçâîëÿþùóþ ïîëüçîâàòåëþ ïðèâÿçàòü êîíêðåòíûå
âåðîÿòíîñòè ê çíà÷åíèÿì. Ñ ôóíêöèåé îïèñûâàþùåé ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ìû ìîæåì, íàïðèìåð, îïèñàòü ðåçóëüòàòû ìåòàíèÿ êîñòè

...die...

Âåðîÿòíîñòè ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû èç ðàñïðåäåëåíèé ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ??, ïàðàìåòðèçóåìóþ ñîáûòèåì, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïðåäèêàòîì íà çíà÷åíèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

...Event...

Ñóùåñòâóåò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïóòè îáúåäèíåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèé: åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìû , ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ôîðìèðóÿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé
è ïåðåìíîæàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè. Èç ñîîáðàæåíèé
ýôôåêòèâíîñòè ìû ìîæåì ïðîâåñòè íîðìàëèçàöèþ (îáúåäèíåíèå
îäèíàêîâûõ âõîæäåíèé âåëè÷èíû). Ôóíêöèÿ íîðìàëèçàöèè áóäåò
ðàññìîòðåíà äàëåå.

Ïðèìåðîì îáúåäèíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ
ìåòàíèå íåñêîëüêèõ êîñòåé. Ôóíêöèÿ certanly ñòðîèò ðàñïðåäåëåíèå èç
îäíîãî ýëåìåíòà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âòîðîå ñîáûòèå çàâèñèò îò ïåðâîãî, îíî
äîëæíî ïðåäñòàâëÿòüñÿ ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
çíà÷åíèÿ ðàñïðåëåëåíèÿ ïåðâîãî ñîáûòèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, òîãäà êàê
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ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî çíà÷åíèåì Dist a, âòîðîå
äîëæíî áûòü ôóíêöèåé òèïà a → Dist b. Ýòà êîìáèíàöèÿ çàâèñèìûõ
ñîáûòèé åñòü íå ÷òî èíîå êàê îïåðàòîð ñâÿçêè, åñëè ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü Dist êàê ìîíàäó.

Ôóíêöèè return è fail ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ
èñõîäîâ êîòîðûå ëèáî òî÷íî ïðèçîéäóò, ëèáî íå ìîãóò ïðîèçîéòè,
ñîîòâåòñòâåííî. Ìû òàêæå èñïîëüçóåì ñèíîíèìû certain è impossible
äëÿ ýòèõ äâóõ îïåðàöèé. Êðîìå ýòîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ìîíàäíàÿ
êîìïîçèöèÿ äâóõ ôóíêöèé èëè èõ ñïèñêà.

Ìû îïðåäåëèëè Distêàê îáúåêò òèïà MonadPlus, íî ýòî îïðåäåëåíèå
íå âàæíî äëÿ äàííîé ïóáëèêàöèè.

Çàìå÷àíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðìèðóþò ìîíàäó
íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì (Giry M., 1981). Îäíàêî, ïðåäûäóùèå ðàáîòû â
îñíîâíîì áûëè ïîñâÿùåíû ðàñøèðåíèÿì ÿçûêîâ, ïðåäëàãàÿ ââîäèòü
âåðîÿòíîñòíûå âûðàæåíèÿ êàê ïðèìèòèâû è îïðåäåëÿÿ ïîäõîäÿùóþ
ñåìàíòèêó (Jones, C. and Plotkin, G. D., 1989; Morgan, C. and McIver,
A. and Seidel, K., 1996; Ramsey, N. and Pfe�er, A., 2002; Park, S. and
Pfenning, F. and Thurm, S., 2004). Ýòè êíèãè â îñíîâîì óäåëÿþò âíèìàíèå
îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìîé ñåìàíòèêè, ïîääåðæèâàþùåé íåêîòîðûå
àñïåêòû, òàêèå êàê ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå ìàòîæèäàíèé â (Ramsey,
N. and Pfe�er, A., 2002) ÷åðåç èñïîëüçîâàíèå ìîíàäû âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð, èëè ðàññìîòðåíèþ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé â äîïîëíåíèå
ê äèñêðåòíûì èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ÷àñòü áàçîâîé
ñåìàíòèêè (Park, S. and Pfenning, F. and Thrun, S., 2004) (ïðèíîñÿ
â æåðòâó âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëÿòü ìàòîæèäàíèÿ). Îäíàêî, íàì íå
èçâåñòíî î äðóãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äèçàéíó âåðîÿòíîñòíîé è
ñèìóëÿöèîííîé áèáëèîòåêè, îñíîâàííîì íà ýòîé êîíöåïöèè.

Îïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëåíèé ÷åðåç ìîíàäû ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëÿòü
ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà ýëåìåíòîâ èç íàáîðà áåç
âîçâðàòà èõ íàçàä, ÷òî ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ïîçäíèõ âûáîðîâ îò
áîëåå ðàííèõ. Ñïåðâà îïðåäåëèì äâå ôóíêöèè, êîòîðûå â äîïîëíåíèå
ê âûáðàííîìó ýëåìåíòó âîçâðàùàþò íàáîð áåç íåãî.

...select...

Ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé ýëåìåíòû îñòàþùèåñÿ â
íàáîðå íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà, ïîëåçíî âûâåñòè ôóíêöèè, êîòîðûå
ïðîñòî îòîáðàæàþò íà çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ðåàëèçàöèÿ ïîêàçûâàåò
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÷òî Dist òîæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì. Òàêæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
èìÿ ôóíêöèè mapD äëÿ îáðàùåíèÿ ê fmap, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå èäåò íà ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Ñ ïîìîøüþ mapD ìû òåïåðü ìîæåì îïðåäåëÿòü ôóíêöèè äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà ýëåìåíòîâ èç íàáîðà. Çàìåòèì, ÷òî â ôóíêöèÿ
fst èñïîëüçóåòñÿ â select ïîòîìó, ÷òî selectMany âîçâðàùàåò ïàðó èç
ñïèñêà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ è ñïèñîê îñòàâøèõñÿ (íåâûáðàííûõ). Ìû
õîòèì îòáðîñèòü ïîñëåäíèé [ñïèñîê]. Ìû îáðàùàåì ïîëó÷åííûé ñïèñîê
èç-çà òîãî, ÷òî ýëåìåíòû ïîëó÷åííûå â selectMany ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ñïèñêó ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðâûé
âûáðàííûé ýëåìåíò áóäåò ïîñëåäíèì â ýòîì ñïèñêå.

Ñ ýòèì íà÷àëüíûì íàáîðîì ôóíêöèé ìû óæå ìîæåì çàíÿòüñÿ
ìíîãèìè ïðîáëåìàìè, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â êíèãàõ ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêå è ðåøèòü èõ, îïðåäåëÿÿ è ïðèìåíÿÿ
âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âûïàäåò ïî êðàéíåé ìåðå äâå øåñòåðêè ïðè ÷åòûðåõ áðîñêàõ ÷åòûðåõ
êîñòåé? Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïîìîøüþ ñëåäóþùåãî
âûðàæåíèÿ.

...expr...
Ïðèìåðîì äðóãîãî êëàññà ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùèé ¾Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûòÿãèâàíèÿ êðàñíîãî, çåëåíîãî è
ñèíåãî øàðîâ (â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñè) èç êóâøèíà ñîäåðæàùåãî äâà
êðàñíûõ. äâà çåëåíûõ è îäèí ñèíèé øàð, íå âîçâðàùàÿ èõ íàçàä?¿. Ñ
ïîìîøüþ ïåðå÷èñëåíèÿ äëÿ øàðîâ, ñîäåðæàùåãî êîíñòðóêòîðû R, G è B,
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì îáðàçîì

...expr...

Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû ìîãóò áûòü íàéäåíû â äèñòðèáóòèâå
áèáëèîòåêè.

Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå, ñîäåðæàùååñÿ âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ, ýòî ïîíÿòèå
âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè, òî åñòü, ôóíêöèè îòîáðàæàþùåé çíà÷åíèÿ
íà ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, âòîðîé àðãóìåíò îïåðàòîðà ñâÿçêè
ÿâëÿåòñÿ òàêîé âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òèïû àðãóìåíòà è ðåçóëüòàòà îäèíàêîâû, ìû òàêæå
ââîäèì ïîíÿòèå ïåðåõîäà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèè ñ
ñîâïàäàþùèìè òèïàìè ðåçóëüòàòà è àðãóìåíòà.
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Îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî ïðèìåíåíèå èõ ê
ðàñïðåäåëåíèÿì, ïîëó÷åííûì ÷åðåç îïåðàòîð ñâÿçêè.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ ìû ïðîèëëþñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå
áàçîâûõ áèáëèîòå÷íûõ âûçîâîâ äâóìÿ ïðèìåðàìè, äåìîíñòðèðóþùèõ
âûñîêîóðîâíåâûé äåêëàðàòèâíûé ñòèëü âåðîÿòíîñòíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå 4 ìû ïîêàæåì,
êàê ñëó÷àéíûå ñèìóëÿöèè óêëàäûâàþòñÿ â îïèñàíûé ïîäõîä è, â
÷àñòíîñòè, êàê îí ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåíèÿì ðàñïðåäåëåíèé ðàáîòàòü â
ñèòóàöèè ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó îáúåìà. Â ðàçäåëå 5 ìû ïîêàæåì
êàê ðàáîòàòü ñî ñëåäàìè âåðîÿòíîñòíûõ âû÷èñëåíèé. Çàêëþ÷åíèå â
ðàçäåëå 6 çàâåðøàåò ñòàòüþ.

2. Çàäà÷à Ìîíòè Õîëëà

Â çàäà÷å Ìîíòè Õîëëà èãðîêó ïðåäëàãàþò íà âûáîð òðè äâåðè,
çà îäíîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïðèç. Èãðîê âûáèðàåò îäíó äâåðü
è çàòåì âåäóùèé îòêðûâàåò îäíó èç îñòàâøèõñÿ, çà êîòîðîé ïðèçà
íåò. Ïîñëå ýòîãî ó èãðîêà åñòü äâà âàðèàíòà: íå ìåíÿòü ðåøåíèå èëè
âûáðàòü äðóãóþ äâåðü. Çàäà÷à îáñóæäàëàñü â (Hehner, 2004; Morgan,
C. and McIver, A. and Seidel, K., 1996). Êîãäà ïåðåä íèìè âñòàåò òàêàÿ
çàäà÷à, áîëüøèíñòâî ëþäåé ïðåäïîëàãàåò ÷òî èçìåíåíèå âûáîðà íå èìååò
çíà÷åíèÿ � ïîñêîëüêó âåäóùèé îòêðûë äâåðü áåç ïðèçà, îñòàåòñÿ øàíñ
50/50 èç äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Îäíàêî, ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èãðîê óäâàèâàåò ñâîè
øàíñû íà âûèãðûø ïðè ñìåíå äâåðè. Êàê ýòî ìîæåò áûòü? Èñïîëüçóÿ
íàøó áèáëèîòåêó, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, âåðåí ëè ýòîò àíàëèç, è ïî÷åìó.

Ïðîñòîé ïîäõîä òàêîâ: ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç òðåõ äâåðåé
òîëüêî îäíà âûèãðûøíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé âûáîð èãðîêà
ñîâïàäàåò ñ âûèãðûøíîé äâåðü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3.

Åñëè èãðîê âûáðàë âûèãðûøíóþ äâåðü è èçìåíèë âûáîð, òî îí
ïðîèãðûâàåò. Îäíàêî, åñëè îí â íà÷àëå âûáðàë ïðîèãðûøíóþ äâåðü,
âåäóùèé èìååò òîëüêî îäèí âàðèàíò äâåðè, êîòîðóþ ìîæåò îòêðûòü:
âòîðóþ ïðîèãðûøíóþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èãðîê èçìåíèò âûáîð,
îí âûèãðàåò. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü îïèñàí ïðåîáðàçîâàíèåì íàä
èñõîäàìè.

Ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòè ïîáåäû, ñðàâíèâàÿ
firstChoice è ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ switch ê firstChoice.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáîð îñòàåíòñÿ íåèçìåííûì, èìååòñÿ
î÷åâèäíûé øàíñ âûèãðàòü � 1/3, òîãäà êàê èçìåíåíèå âûáðàííîé äâåðè
ïðèâîäèò ê âûèãðûøó ñ øàíñîì â 2/3.

Ìû ìîæåì ñìîäåëèðîâàòü èãðó áîëåå äåòàëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ
êàæäûé øàã òî÷íûìè ïðàâèëàìè, åãî ðåãóëèðóþùèìè. Íà÷íåì ñòðîèòü
ñòðóêòóðó ñèìóëÿöèè ñ ñàìîãî íèçà. Íà÷íåì ñ òðåõ äâåðåé:

Äàëåå, ïîñòðîèì ñòðóêòóðó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîñòîÿíèå èãðû ÷åðåç
ïîëÿ, ñîäåðàæàùèå èíôîðìàöèþ î òîì, çà êàêîé äâåðüþ ïðèç, êàêàÿ
âûáðàíà è êàêàÿ îòêðûòà.

Êîíå÷íî, çíà÷åíèÿ èì áóäóò ïðèñâîåíû íå ñðàçó, à ïî î÷åðåäè.
Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðèç íå ñïðÿòàí, íè îäíà äâåðü íå âûáðàíà
è íå îòêðûòà. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå áóäåò âû÷èñëåíî òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ïîëÿ áóäóò óñòàíîâëåíû, ìû ìîæåì èíèöèàëèçèðîâàòü èõ
íåîïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì.

Òåïåðü êàæäûé øàã ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàí ïðåîáðàçîâàíèåì íàä
State. Ñíà÷àëà, âåäóùèé âûáåðåò ñëó÷àéíóþ äâåðü è ñïðÿ÷åò çà íåé
ïðèç.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå è ñòðîèò
ðàñïðåäåëåíè òîãîæå òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå hide ïîëó÷àåò
çíà÷åíèå State è ñòðîèò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèé � ïî
îäíîìó äëÿ êàæäîé äâåðè, çà êîòîðîé ìîæåò áûòü ñïðÿòàí ïðèç. Äàëåå
èãðîê âûáèðàåò, òîæå ñëó÷àéíî, îäíó èç äâåðåé:

Êàê òîëüêî èãðîê âûáðàë äâåðü, âåäóùèé îòêðûâàåò îäíó, íå
âûáðàííóþ èãðîêîì è íå ñîäåðæàùóþ ïðèçà. Ýòî ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ State, êîòîðîå îíî ïîëó÷àåò. èñïîëüçóÿ
çíà÷åíèå s â îïðåäåëåíèè.

Äàëåå, èãðîê ìîæåò ïîìåíÿòü èëè îñòàâèòü íåèçìåííûì ñâîé âûáîð
äâåðè. Îáå ñòðàòåãèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä
State.

Èçìåíåíèå îçíà÷àåò âûáîð äâåðè êîòîðàÿ íå âûáðàíà è íå îòêðûòà.
Òàêæå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñòðàòåãèþ íåèçìåííîãî âûáîðà, êîòîðàÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íå ïðîèñõîäèò íèêàêèõ èçìåíåíèé è âñå çíà÷åíèÿ
îñòàþòñÿ ïðåæíèìè.

Äëÿ ñîçäàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîçäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå, ñîñòîÿùåå
ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ìû ââîäèì ôóíêöèþ certanlyT, êîòîðàÿ
ïðåîáðàçóåò ôóêöèþ òèïà a → a â a → Dist a

Íàêîíåö, ìû îïðåäåëÿåì óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê ïðåîáðàçîâàíèé
îïèñûâàþùèõ õîä èãðû: âûáîð äâåðè äëÿ ïðèçà, âûáîð äâåðè èãðîêîì,
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îòêðûòèå äâåðè è âûáîð äàëüíåéøåé ñòðàòåãèè.
Âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ sequ ðåàëèçóåò êîìïîçèöèþ ñïèñêà

ìîíàäíûõ ôóíêöèé, â äàííîì ïðèìåðå � ïðåîáðàçîâàíèé.
Êàê òîëüêî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíåíû, åñëè âûáðàíàÿ äâåðü

ñîâïàäàåò ñ äâåðüþ ñ ïðèçîì, èãðîê ïîáåæäàåò.
Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ eval, ïðîâîäÿùóþ èãðó äëÿ

âûáðàííîé ñòðàòåãèè è ðàññ÷èòûâàþùóþ èñõîäû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ.

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ îáåèõ ñòðàòåãèé,
âû÷èñëÿÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà íà
÷åòûðå è áîëåå äâåðè. Âñå ÷òî íàäî ñäåëàòü � ýòî äîáàâèòü êîíñòðóêòîð
D â îïðåäåëåíèå äâåðåé è èçìåíèòü C íà D â îïðåäåëåíèè ñïèñêà. Òðåòüå
ðåøåíèå äàííîãî ïðèìåðà áóäåò êðàòêî ïðåäñòàâëåíî â ðàçäåëå 4.

3. Ïðèìåð èç áèîëîãèè: Ðîñò äåðåâà

Ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå çàäà÷è îñíîâàíû íà âåðîÿòíîñòíîì
ìîäåëèðîâàíèè. Ôàêòè÷åñêè, òîë÷êîì äëÿ ñîçäàíèÿ áèáëèîòåêè
ïîñëóæèë ñîâìåñòíûé ïðîåêò ñ öåíòðîì ãåííîé èíæåíåðèè è
áèîòåõíîëîãèè Îðåãîíñêîãî óíèâåðñèòåòà, â õîäå êîòîðîãî íàìè
áûëà ðàçðàáîòàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü, îáúÿñíÿþùàÿ ðàçðàáîòêó
ìèêðî-ÐÍÊ ãåíîâ (Allen et al., 2005).

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð ðîñòà äåðåâà. Ïðåäïîëîæèì, äåðåâî
ìîæåò âûðàñòè çà ãîä îò îäíîãî äî ïÿòè ôóòîâ. Òàêæå ïðåäïîëîæèì
÷òî âîçìîæíî, ïóñòü è ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî äåðåâî ìîæåò óïàñòü âî
âðåìÿ óðàãàíà èëè â íåãî óäàðèò ìîëíèÿ, ÷òî, ïðåäïîëîæèì, óáüåò åãî,
íî íå ïîâàëèò. Êàê ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûå
ôóíêöèè?

Ìû ìîæåì ñîçäàòü òèï äàííûõ, îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå äåðåâà è,
åñëè âîçìîæíî, åãî âûñîòó.

Äàëåå ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ äåðåâî.

Êîãäà äåðåâî æèâî, îíî ðàñòåò îò îäíîãî äî ïÿòè ôóòîâ â ãîä.
Ðàñïðåäåëèì ýòè çíà÷åíèÿ ïî êðèâîé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû
êðàéíèå çíà÷åíèÿ áûëè ìåíåå âåðîÿòíûìè.

Åñëè â äåðåâî ïîïàëà ìîëíèÿ, îíî ñîõðàíÿåò ñâîþ âûñîòó, îäíàêî
åñëè ïàäàåò � ìû åå îòáðàñûâàåì. Ìû ìîæåì îáúåäèíèòü ýòè òðè
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ïðåîáðàçîâàíèÿ â îäíî, êîòîðîå ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòÿìè âûáèðàåò,
÷òî èìåííî ïðîèçîéäåò ñ æèâûì äåðåâîì.

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ enum äëÿ ñîçäàíèÿ ñïåöèôè÷íîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Äàëåå ïðèìåíÿåì ýòî
ðàñïðåäåëåíèå ê ñïèñêó ïðåîáðàçîâàíèé (âûðàñòè, ïîëó÷èòü óäàð
ìîëíèè èëè óïàñòü) è ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé.
Ôóíêöèÿ ðàçâåðòêè ïðèâîäèò ðàñïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ê
îáû÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âïîñëåäñòâèè ïðèìåíÿåòñÿ ê t, ñîñòîÿíèþ äåðåâà,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äàííîãî ãîäà. Èñïîëüçóÿ
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, òàêîå êàê æèâîå äåðåâî íóëåâîé âûñîòû, ìû ìîæåì
âûïîëíÿòü ñèìóëÿöèè ìîäåëè äåðåâà.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñèòóàöèè ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé óäîáíî
èìåòü êîìáèíèíèðóþùèþ ôóíêöèþ, ïðîèçâîäÿùóþ èòåðàöèè óêàçàíîå
êîëè÷åñòâî ðàç èëè ïîêà âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå. Òðè òàêèõ
êîìáèíàòîðà ñîáðàíû â êëàññå èòåðèðîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü
ïåðåãðóçêó èòåðàòîðîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé è ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé
(îïèñàíî äàëåå).

Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé
äåðåâà ÷åðåç n ëåò, ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ.

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ðàñïðåäåëåíèÿè íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà
çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü ðåçóëüòàò ñ ðàçëè÷íîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Ìû îáñóäèì ñëó÷àéíîå ìîäåëèðîâàíèå â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò ÷òî ðàñïðåäåëåíèå áûñòðî ðàñïðîñòðîñòðàíÿåòñÿ
íà ìíîãèå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ìû íå ïðèâîäèì ðåçóëüòàò òåñòîâûõ
âû÷èñëåíèé.
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